
2006 數學創意教學研討會論文集

國立屏東教育大學應用數系 158

相同教學單元之創意作品所著重創意觀點與創意呈現之比

較－以『中小學數學教師創意教學競賽』作品為例

趙中平１ 蕭嘉璋２

１國立中央大學 數學研究所碩士班
２國立中央大學 數學系

摘要：由國家科學委員會科學教育處與國立中央大學數學系合辦的『中小學數學

教師創意教學競賽』，舉辦五屆以來，獲得了超過 250 件創意作品的熱情參與和

支持，其中有許多相同教學單元的創意作品，熱門的單元更是多達 10 件以上。

而在累積了這些同單元的創意作品之後，我們不禁想問，對一個相同的教學單

元，各參賽教師所著重的教育目標是什麼；各參賽教師要如何展現他們的創意；

他們所設計的創意是否真的能引發學生學習動機或培養學生創造力？本研究以

比較相同教學單元（勾股定理）的創意作品為起點，藉由『中小學數學教師創意

教學競賽』所得的寶貴資料，嘗試分析每位參賽教師對於相同教學單元所著重的

教學重點有什麼不同，以及每位參賽教師要如何展現他們的創意。並期望能藉由

整理、分析其餘參賽教師所給予每份創意作品的評價與改進建議，能提供站在第

一線的教師們在製作此教學單元的教材時，有個參考的依據。更期望能擷取出所

有創意作品的優點，製作出一份具有創意的單元教材。

關鍵詞：創意競賽、創意教學、數學科創意教學、勾股定理

壹、緒言

由國家科學委員會科學教育處與國立中央大學數學系合辦的『中小學數學教

師創意教學競賽』，舉辦五屆以來，獲得了超過 250 件創意作品的熱情參與和支

持，其中有許多相同教學單元的創意作品，熱門的單元更是多達 10 件以上。而

在累積了這些同單元的創意作品之後，我們不禁想問，對一個相同的教學單元，

各參賽教師所著重的教育目標是什麼；各參賽教師要如何展現他們的創意；他們

所設計的創意是否真的能引發學生學習動機或培養學生創造力？

在研究主題的選擇上，研究者本擬於歷屆獲獎作品中，挑選一個教學單元作

為研究的主題，藉由分析此單元的所有參賽作品，找出獲獎作品與未獲獎作品之

間最大的差異。並期望能藉由指出獲獎作品的優異處，以及未獲獎作品不足的地
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方，能提供站在第一線的教師們在製作此教學單元的教材時，有個參考的依據。

然而在挑選的過程中，卻發生一件令研究者更感興趣的事。目前安排於國二進行

教學的單元主題『勾股定理』，在國中小的數學課程中，是個少見的同時包含幾

何性質與代數性質的主題，而且勾股定理在生活中的應用非常的廣泛，相信這是

一個所有老師都願意多花時間讓學生熟練的單元。而我們也在近三屆中（第三、

四、五屆），收到７件關於勾股定理的創意作品，然而，令研究者不解的是，在

這７件作品之中，竟然沒有一件獲得佳作以上的佳績！究竟這些創意作品是否欠

缺了什麼？其餘的參賽教師又給予了什麼樣的評價與改進建議？著實令研究者

感到好奇，因此將研究主題定為『勾股定理』。本研究的待答問題如下：

一、 參賽教師在設計創意作品時，所著重的教育重點為何？

二、 參賽教師認為用什麼樣的教學方法進行數學科教學是有創意的？

三、 其餘參賽教師對創意作品的教學可行性評價為何？(以評分結果論)

四、 參賽教師呈現的創意展現能否得到大多數教師的認同？(以評分結果論)

五、 其餘參賽教師所提的改進建議能否幫助增進教學效果？

貳、研究範圍與限制

一、研究範圍

本研究以『中小學數學教師創意教學競賽』的參賽作品為主體，舉辦五屆以

來，獲得了超過 250 件創意作品的熱情參與和支持。將歷屆參賽作品依適用年級

以及主題軸分類整理如下：

表１：歷屆參賽作品分類表

學習階段

主題軸
第一階段 第二階段 第三階段 第四階段 高中 總計

數與量 ４３ ２７ ４１ １７ ５ １３３

幾何 ５ ９ ２２ ９ ４ ４９

代數 ０ ４ １０ ２６ １２ ５２

統計與機率 ６ ３ ９ １ １ ２０

總計 ５４ ４３ ８２ ５３ ２２ ２５４

在適用年級上，以第三階段（六、七年級）最多；而在主題軸上，則是以數

與量最多。而本研究的主題單元『勾股定理』，在『中小學數學教師創意教學競

賽』的參賽作品中共有７件，分別在第三屆（２件）、第四屆（４件），及第五屆

（１件）。因此，本研究的範圍，將會只以第三屆、第四屆，及第五屆競賽中所

得資料做分析及整理。
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二、研究限制

本研究的數據分析及討論方式，是以『中小學數學教師創意教學競賽』所得

的評分資料為主軸，因此，必須在此簡述一下此競賽的評審方式以及評分標準。

同時，由於每屆競賽結束之後，內部工作人員都會舉行該屆競賽實施的檢討，在

評分的格式上，歷屆皆有所修改，在此一併作評分格式的詳細說明。

（一）競賽評審方式

第一階段
邀請所有參賽教師以記名方式線上互評。此階段評審評分將佔決定入圍作品

部分百分比。互評結果不公開，但可以在競賽結束後於頒獎典禮當天供當事人查

詢。此段評審結果將提供給第三段評審參考。

第二階段
所有作品，透過「中央大學數學系」與「教育學程」管道挑選適合作品學習

對象學生或數學科教育學程學生若干名，進行評分或問卷調查(未必需要參賽作

品原作者本人之學生參與)。此段評審結果亦將提供給第三段評審參考。

第三階段
邀請五名分別具有數學專業、教育專業、數學或科學教育專業、中學資深教

師、小學資深教師背景的學者先進，參考前二段評審的評語，並根據本身的專業

素養，做出總評。每項作品都應有評分與評語，評審委員亦應簽名負責。

由第一階段及第二階段的評審評分結果，選出該屆的入圍作品，交由第三階

段評審評分，再依第三階段的評分結果決定名次。而由於本研究欲探究的７件創

意作品，只有１件（商高定理，第四屆，作品編號１４）進入第三階段的評審，

因此本研究的討論，將會以第一階段及第二階段的評分數據為主。

（二）歷屆評分格式

第三屆評分格式：
表２：第三屆評分表

編號 評 價

鼓勵學生分組討論，來激發學生學習意願 □

提供學生問題解決的情境，鼓勵學生相互合作□

運用多樣豐富的教學內容 □

營造出一個溫馨和諧的班級學習氣氛 □

正確使用假設開放的發問技巧 □

有效使用資源生動活潑的教學媒體 □

採用多元的評量方式 □

活用多樣的教學方法 □

能激發學生的學習動機 □

實行上有相當大的困難 □

有抄襲嫌疑 □

極力推薦□ 推薦□ 勉予推薦□ 不推薦□ 十分不推薦□ 此作品。
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第三屆的評分格式如上表，採用勾選的方式來進行評分。在第三屆的評分表

中，我們列出了九項對於創意教學一般性的優點敘述，以及兩項缺點敘述，供評

分者做評分的依據。評分者可在觀看過作品之後，在他們認為符合此評價的敘述

打勾（可複選）。因此，優點的部分勾選的越多，即代表評分者對此份作品的評

價越高。最後，再請評分者給予這份作品一個整體性的推薦程度評價。

第三屆的評分方式則分為「優點平均」與「推薦程度加權平均」兩項來做比

較。「優點平均」是將此份作品所獲得的所有優點評價累計之後，再除以評比人

數而來，主要目的是希望能藉由此數據，得知每份作品平均所獲得的優點評價數

有多少；「推薦程度加權平均」則是將推薦程度以加權的方式算平均數（極力推

薦到十分不推薦的加權數依次是２，１，０，－１，－２），藉此獲得每件作品

的推薦程度評價。

第四屆評分格式：
表３：第四屆評分表

評分作品編號：______

（評分說明：５非常同意 ４同意 ３尚可 ２不同意 １非常不同意）

1. 作品內容新奇，頗具獨創性 ____

2. 能與生活經驗相連結 ____

3. 能提高學生學習興趣 ____

4. 能引導學生多樣思考 ____

5. 能帶動班級的學習氣氛 ____

6. 內容架構清楚分明 ____

7. 能鼓勵學生分組討論 ____

8. 內容和主題相符 ____

9. 作品內容富整體性，且有完整的總

結 ____

10. 教學實行上具有可行性 ____

11. 能激發深入學習的意願 ____

12. 作品能吸引我的注意力 ____

13. 教學目標明確 ____

14. 作品能有效達成教學目標 ____

15. 教學內容豐富多元化 ____

16. 內容與學生程度相配合 ____

17. 作品名稱新鮮有趣，饒富創意，與

內容相通 ____

18. 教學時間分配恰當 ____

19. 充分使用資源及教學媒體 ____

20. 作品的編排整齊有系統 ____

● 這份作品是否有抄襲的嫌疑（１是 ２否）____

● （５非常推薦 ４很推薦 ３沒感覺 ２不推薦 １非常不推薦）____

整體評估，我對此作品 _____________________________________________

第三屆的評分是採用勾選的方式，在競賽結束後的檢討會中，我們認為此種

方式十分的不精確，不是有就是沒有，對於模稜兩可的中間地帶無法掌握，而且

評分的項目也不夠完整。因此，第四屆的評分改以比分的方式呈現，讓評分者依

自己對此項評分項目的同意程度給分，同時也將評分項目增加至２０項。另外，

我們還增加了一項開放式的問題，希望評分者能夠給予作品一些簡單的回饋。
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第四屆的評分方式則分為「總分平均」與「推薦程度平均」兩項，直接利用

評分者給予的評分數做平均值的計算。

第五屆評分格式：
表４：第五屆評分表

評分作品編號：______

（評分說明：５非常同意 ４同意 ３尚可 ２不同意 １非常不同意）

1. 作品內容新奇，頗具獨創性 ____

2. 能與生活經驗相連結 ____

3. 能提高學生學習興趣 ____

4. 能引導學生多樣思考 ____

5. 能帶動班級的學習氣氛 ____

6. 內容架構清楚分明 ____

7. 能鼓勵學生分組討論 ____

8. 內容和主題相符 ____

9. 作品內容富整體性，且有完整的總

結 ____

10. 教學實行上具有可行性 ____

11. 能激發深入學習的意願 ____

12. 作品能吸引我的注意力 ____

13. 教學目標明確 ____

14. 作品能有效達成教學目標 ____

15. 教學內容豐富多元化 ____

16. 內容與學生程度相配合 ____

17. 作品名稱新鮮有趣，饒富創意，與

內容相通 ____

18. 教學時間分配恰當 ____

19. 充分使用資源及教學媒體 ____

20. 作品的編排整齊有系統 ____

21.整體評估，我對此作品的推薦程度為何?

（５非常推薦 ４很推薦 ３沒感覺 ２不推薦 １非常不推薦）____

22.這份作品是否與其他作品過分雷同或有抄襲嫌疑（１是 ２否）____

23.承上題，若有雷同之處請舉例雷同部分與相關佐證的資料。

24.請敘述你對於這份作品的感想。

25.請說明這份作品的優點為何?

26.請給予此作品一些改進意見。

第五屆的評分格式基本上與第四屆沒有太大的差異，但是對於開放式的評分

項目，我們發現有些人或許想表達什麼，卻詞不達意。例如，很籠統的說「這份

作品很不錯」，可是我們無法瞭解他說的不錯是指全體、或創意的部分，還是教

法的部分等。因此，在第五屆的評分格式中，對於開放式的評分項目，我們特別

增加了淺顯易懂的指導語，希望能讓評分者更加用心地欣賞參賽者的創意，以及

給予最適當的評價。

第五屆的評分方式同樣分為「總分平均」與「推薦程度平均」兩項，直接利

用評分者給予的評分數做平均值的計算。
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參、各創意作品教案內容及呈現方式簡述

一、作品名稱：神秘之旅（第三屆，作品編號１４）

作者：張哲豪、廖力蓉

呈現方式：教案、學習單、教學 ppt
連結網址：http://cp.math.ncu.edu.tw/~mathcp/upload/3rd/wowlisa.zip
作品簡介：

作品藉由活動故事的包裝，賦予傳統式的商高定理趣味性，進而引起學

生學習興趣。在教學方式的選擇，採用了小組討論法，希望藉由小組的合作

與討論，更能加深學生對商高定理的理解。

此作品對於商高定理的證明敘述，採用了達文西證法（剪貼），並利用網

路動畫，讓學生實際操作，瞭解到商高定理的幾何意義。

最後的教學活動中，作者將一般性的題目以活動的故事包裝，與生活情

境連結，讓學生產生情境式的思考，希望能讓學生了解商高定理後，活用運

算於各種類的直角三角形，並應用商高定理於其他領域知識。

二、作品名稱：畢氏定理證明想法（第三屆，作品編號２２）

作者：郜錦程

呈現方式：教學 ppt、Flash
連結網址：http://cp.math.ncu.edu.tw/~mathcp/upload/3rd/gaojcanter.zip
作品簡介：

作品名為畢氏定理證明想法，主要的教學重點即在於畢氏定理的證明。

在作品中總共提到了８種證明方式，包括劉徽利用『出入相補原理』的證法、

梯形面積證法、直角三角形比例中項性質的證法等。其中，使用到拼圖法的

證明，更自製了可操作的 Flash 小動畫，讓學生可以自行翻轉移動圖形，進

行操作及驗證。

除了證明之外，作品中也包含了畢達哥拉斯的小故事，以及利用舉例的

方式，說明畢氏定理在日常生活中的應用。

三、作品名稱：商高定理（第四屆，作品編號１４）

作者：張瑩玲、鄭雅文、吳庭維、羅亦岩、邱琨棋

呈現方式：教案、學習單、教學 ppt
連結網址：http://140.115.25.19/~mathcp/upload/4th/fgpkt.zip
作品簡介：

作品奇特地以原住民的圖騰照片作為開始，希望能讓學生自己運用想像

力和創造力，從圖騰中發現一些數學的味道，並以一幅規則排列的幾何圖形
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引出商高定理，讓學生可以簡單地看出直角三角形的幾何意義。

此作品對於商高定理的證明敘述，著重於達文西的證法（剪貼），在提示

了剪與貼的方式之後，特別讓學生能夠以自己隨意畫出的直角三角形作驗

證，藉此強調此定理的一般性，對於任意的直角三角形皆適用。

在最後的教學活動中，以自製的台北市旅遊簡圖，由學生自行規劃旅遊

路線，並融入比例尺的觀念，藉此讓學生學會利用商高定理，計算兩點距離

的方法。

四、作品名稱：商高毀滅砲（第四屆，作品編號１５）

作者：王姿宜

呈現方式：教案、教學 ppt
連結網址：http://140.115.25.19/~mathcp/upload/4th/Qqq5119mmm.zip
作品簡介：

作品一開始藉由外星人以「商高毀滅炮」攻打地球，擬設最大攻擊範圍

的故事，導引出數學原理中的商高定理。有趣的小故事，加上生動的配音，

希望能激發學生們的學習動機，對商高定理產生學習興趣。

此作品對於商高定理的證明敘述，採用畢氏學派證法、面積公式推導、

達文西證法（剪貼）三種，並讓學生以實際活動操作的方式，認識商高定理

的幾何意義與學習使用商高定理的代數結構。

最後的教學活動中，以日常生活中常見的物品為教材，讓學生理解「商

高定理」是無所不在的，數學原理與我們的生活是息息相關，數學不只是書

本上一堆枯燥的數字與代碼。

五、作品名稱：商高定理學習象限（第四屆，作品編號１６）

作者：張艶華、紀銘銓

呈現方式：教案、教材與學習單、教學網站

連結網址：http://140.115.25.19/~mathcp/upload/4th/cathye.zip
作品簡介：

此作品的呈現方式以教學網站為主，作品名為學習『象限』，意味著作者

將此單元的學習歷程分為四大主題，分別為：歷史探究、定理敘述、思考驗

證，及解決問題。在教學方面，此作品以記載於《列子》一書中的『兩小兒

辯日』故事開始，嘗試引導學生思考計算太陽與地球間距離的方法，再以《周

髀算經》中陳子求日高的方法，引出商高定理。

此作品對於商高定理的證明敘述，主要是採用畢氏學派證法，而在教學

網站之中，還另外附上了五種以上的證明方法，供有興趣的學生自行研讀。
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網站中也特別介紹在巴比倫發現的『普林頓 322 號』泥版，藉此帶出商高定

理中，直角三角形三邊長的特殊關係。

六、作品名稱：奇妙方塊裡的數學（第四屆，作品編號５３）

作者：蘇芳瑩

呈現方式：教案、教學網站、教學影片

連結網址：http://140.115.25.19/~mathcp/upload/4th/greengable.zip
作品簡介：

作品以摺紙的實作活動展開教學，先指導學生以１２張紙摺成一個立體

的正方體，希望學生能從摺紙活動中觀察到對稱、對角線與正立方體的概念。

並巧妙的以此正方體所形成的每一個面，利用圖形的剪貼，找出屬於直角三

角形邊長的特殊關係，藉此帶入商高定理。

此作品的教學網站上，除了有摺紙的完整步驟之外，也進一步將商高定

理與直角坐標平面上兩點間的距離作結合，增加學生對商高定理的熟悉度。

此外，作者更將此作品的實際教學情況利用影片完整的紀錄下來，提供給教

師們作為實際教學的參考依據。

七、作品名稱：勾股定理及其推廣應用（第五屆，作品編號６６）

作者：林怡瑄、徐光裕

呈現方式：教材

連結網址：http://cp.math.ncu.edu.tw/~mathcp/upload/5th/candyworm1982.zip
作品簡介：

作品一開始藉由中國與西方的歷史故事，讓學生瞭解勾股定理的起源與

發展，並直接指出故事中所敘述的勾股定理內容與計算的一般性法則，引起

學生對勾股定理的興趣。

此作品提供了五種勾股定理的證明，其中包括了《九章算術注》中，劉

徽利用『出入相補原理』所作的證明。而在畢氏數組的尋找上，作者更是利

用四角數的性質，說明了一種尋找畢氏數組的方法。

Nmmnnnn  ,12,)1()12( 222 令
最後再加入例題，讓學生嘗試運用勾股定理解題，更加入配合圖形的變

換解題，讓學生瞭解勾股定理的另一面以及數學的多變性，激發學生思考應

用的潛能。
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肆、各創意作品所得評價與分數差異分析

由於第一階段與第二階段的評分者，在教學經驗與審查角度上有所差異，往

往會呈現出不一樣的評分結果，因此本節將分別討論７件作品在不同階段中的評

分結果以及分數差異。

一、作品名稱：神秘之旅（第三屆，作品編號１４）
表５：神秘之旅第一階段評分結果

神秘之旅

第一階段

優點平均 2.93
推薦加權平均 0.26

評比數 27
名次 15/42

第三屆優點平均 2.57
第三屆推薦平均 0.12
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圖１：神秘之旅評分項目勾選比例圖

註：由於第三屆是利用勾選的方式評分，因此以每個評分項目所獲評分者勾選的百分比來呈現。

在第一階段的評分中，此作品的排名是第１５名，而優點平均與推薦加權平

均也都高於第三屆全部作品的平均值。普遍評分項目的勾選比例都在三成到四成

左右，而勾選比例最低的是項目５「正確使用假設開放的發問技巧」。值得注意

的是，在項目１０「實行上有相當大的困難」，竟然有兩成以上的評分者勾選，

推測這或許是因為此作品以分組遊戲的方式進行教學，而讓部分評分者認為這不

是一個正式的教學之故。

表６：神秘之旅第二階段評分結果

神秘之旅

第二階段

優點平均 2.54
推薦加權平均 0.31

評比數 13
名次 26/42

第三屆優點平均 2.63
第三屆推薦平均 0.28
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圖２：神秘之旅評分項目勾選比例圖

在第二階段的評分中，此作品的排名是第２６名，優點平均略低於全體優點

平均而推薦加權平均則是略高於全體推薦平均。此作品在項目８「活用多樣的教
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學方法」，達到了四成六的勾選率，但是在項目７「採用多元的評量方式」上，

勾選率卻低於一成。

二、作品名稱：畢氏定理證明想法（第三屆，作品編號２２）
表７：畢氏定理證明想法第一階段評分結果

畢氏定理證明想法

第一階段

優點平均 1.97
推薦加權平均 -0.03

評比數 29
名次 36/42

第三屆優點平均 2.57
第三屆推薦平均 0.12
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圖３：畢氏定理證明想法評分項目勾選比例圖

在第一階段的評分中，此作品的排名是第３６名，而優點平均與推薦加權平

均都低於第三屆的全體平均值。此作品的勾選比例大多都低於三成，但是在項目

６「有效使用資源生動活潑的教學媒體」上，卻獲得了超過五成的勾選率，說明

由作者自製的 Flash 小動畫，相當獲得評分者的認同。但是由於此作品的教學重

點只放在定理的證明上，因此在其他的評分項目上，獲得的分數並不高。

表８：畢氏定理證明想法第二階段評分結果

畢氏定理證明想法

第二階段

優點平均 1.85
推薦加權平均 -0.08

評比數 13
名次 36/42

第三屆優點平均 2.63
第三屆推薦平均 0.28
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圖４：畢氏定理證明想法評分項目勾選比例圖

在第二階段的評分中，此作品的排名是第３６名，而優點平均與推薦加權平

均也是都低於全體平均值。此階段的評分者同樣在項目六給予了很高的勾選率，

然而在項目７「採用多元的評量方式」上，勾選率竟然是０，這或許是因為評分

者沒有在此作品中，看到教師對學生進行評量的活動吧。
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三、作品名稱：商高定理（第四屆，作品編號１４）
表９：商高定理第一階段評分結果

商高定理

第一階段

總分平均 70.07
推薦平均 3.53
評比數 15
名次 18/95

第四屆總分平均 66.48
第四屆推薦平均 3.2

2
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評分項目

得
分

圖５：商高定理評分項目得分圖

在第一階段的評分中，此作品的排名是第１８名，而總分平均與推薦平均都

高於第四屆的全體平均值。此階段的評分者對於此作品的評價可算是相當的平

均，全部都介於３到４之間，而得分最低的項目１５「教學內容豐富多元化」，

應該是正如回饋中所說，認為此作品的內容太少，而且給學生的基本練習也不足

吧。而在項目１０「教學實行上具有可行性」上，此作品獲得了 3.87 分，是相

當接近「同意」評價。

表１０：商高定理第二階段評分結果

商高定理

第二階段

總分平均 75.00
推薦平均 4.00
評比數 6
名次 31/95

第四屆總分平均 72.42
第四屆推薦平均 3.65
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評分項目

得
分

圖６：商高定理評分項目得分圖

在第二階段的評分中，此作品的排名是第３１名，而總分平均與推薦平均也

都高於全體的平均值。此階段的評分者給予６個評分項目４以上的得分，認為作

者在編排教學流程的時候，相當的有條理，且與主題相符。而在項目１０「教學

實行上具有可行性」上，此作品獲得了 4.00 分，代表「同意」的評價。

而此份作品也是在本研究中討論的７件創意作品中，唯一進入第三階段評審

的作品。
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四、作品名稱：商高毀滅砲（第四屆，作品編號１５）
表１１：商高毀滅砲第一階段評分結果

商高毀滅砲

第一階段

總分平均 68.87
推薦平均 3.33
評比數 15
名次 31/95

第四屆總分平均 66.48
第四屆推薦平均 3.20

2
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評分項目

得
分

圖７：商高毀滅砲評分項目得分圖

在第一階段的評分中，此作品的排名是第３１名，而總分平均與推薦平均都

高於第四屆全體的平均值。此份作品同樣獲得了相當平均的評價，不過有評分者

認為此作品的重點沒有拿捏好，內容無法清楚教導學生學習課程主體，因此在項

目６「內容架構清楚分明」上，只獲得了 3.20 分。而在項目１０「教學實行上

具有可行性」上，此作品獲得了 3.67 分，偏向「同意」的評價。

表１２：商高毀滅砲第二階段評分結果

商高毀滅砲

第二階段

總分平均 67.57
推薦平均 3.57
評比數 7
名次 77/95

第四屆總分平均 72.42
第四屆推薦平均 3.65
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分

圖８：商高毀滅砲評分項目得分圖

在第二階段的評分中，此作品的排名是第７７名，而總分平均與推薦平均都

低於第四屆全體的平均值。此階段的評分者對於此作品的「引起動機」活動，以

故事加上口白的方式呈現，似乎頗有不認同之感，因此在某些項目的得分偏低，

使得第二階段的排名過低，無緣進入第三階段的評分。而在項目１０「教學實行

上具有可行性」上，此作品也只獲得了 3.29 分，偏向「尚可」的評價。
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五、作品名稱：商高定理學習象限（第四屆，作品編號１６）
表１３：商高定理學習象限第一階段評分結果

商高定理學習象限

第一階段

總分平均 70.69
推薦平均 3.25
評比數 16
名次 13/95

第四屆總分平均 66.48
第四屆推薦平均 3.20
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評分項目

得
分

圖９：商高定理學習象限評分項目得分圖

在第一階段的評分中，此作品的排名是第１３名，而總分平均與推薦平均也

都高於第四屆全體的平均值。此階段的評分者大多對於作者使用教學網站的呈現

方式表示認同，在項目１９「充分使用資源及教學媒體」上，獲得了 4.00 分的

「同意」評價。而在項目１０「教學實行上具有可行性」上，此作品只獲得了

3.38 分，略偏向「尚可」的評價，這或許是考量到教學現場限制的緣故。

表１４：商高定理學習象限第二階段評分結果

商高定理學習象限

第二階段

總分平均 70.57
推薦平均 3.57
評比數 7
名次 61/95

第四屆總分平均 72.42
第四屆推薦平均 3.65
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分

圖１０：商高定理學習象限評分項目得分圖

在第二階段的評分中，此作品的排名是第６１名，而總分平均與推薦平均都

低於第四屆全體的平均值。此階段的評分者相當認同作者所設計的教學網站，也

認為作者在設計教學內容的時候，相當的豐富完整，且與主題相符。但是也認為

部分內容難度過高，因此在部分的項目中分數偏低，使得第二階段的排名過低，

無緣進入第三階段的評分。而在項目１０「教學實行上具有可行性」上，此作品

獲得了 3.71 分，偏向「同意」的評價。
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六、作品名稱：奇妙方塊裡的數學（第四屆，作品編號５３）
表１５：奇妙方塊裡的數學第一階段評分結果

奇妙方塊裡的數學

第一階段

總分平均 67.00
推薦平均 3.21
評比數 14
名次 49/95

第四屆總分平均 66.48
第四屆推薦平均 3.20

2
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
評分項目

得
分

圖１１：奇妙方塊裡的數學評分項目得分圖

在第一階段的評分中，此作品的排名是第４９名，總分平均與推薦平均都只

比第四屆全體的平均值高出一點點。此階段的評分者對於作者能夠透過方塊，讓

學生瞭解勾股定理，表示相當的認同，但是因為作品中沒有呈現出教學目標中所

說的「能應用商高定理解決日常生活中簡易的問題」，因此在項目２「能與生活

經驗相連結」獲得了偏低的分數。而在項目１０「教學實行上具有可行性」上，

此作品獲得了 3.64 分，略偏向「同意」的評價。

表１６：奇妙方塊裡的數學第二階段評分結果

奇妙方塊裡的數學

第二階段

總分平均 67.00
推薦平均 3.33
評比數 3
名次 79/95

第四屆總分平均 72.42
第四屆推薦平均 3.65
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評分項目
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分

圖１２：奇妙方塊裡的數學評分項目得分圖

在第二階段的評分中，此作品的排名是第７９名，而總分平均與推薦平均都

低於第四屆全體的平均值。此階段的評分者對於此作品的「引起動機」活動（摺

紙），頗有異議。認為此舉與主題的關聯性不甚明顯，且花的時間太長，因此在

項目１８「教學時間分配恰當」上，只獲得了 2.67 分的評價。而在項目１０「教

學實行上具有可行性」上，此作品獲得了 3.67 分，略偏向「同意」的評價。
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七、作品名稱：勾股定理及其推廣應用（第五屆，作品編號６６）
表１７：勾股定理及其推廣應用第一階段評分結果

勾股定理及其推廣應用

第一階段

總分平均 56.88
推薦平均 2.25
評比數 9
名次 68/83

第五屆總分平均 67.83
第五屆推薦平均 3.35

2

3

4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
評分項目

得
分

圖１３：勾股定理及其推廣應用評分項目得分圖

在第一階段的評分中，此作品的排名是第６８名，而總分平均與推薦平均都

明顯低於第五屆全體的平均值。此階段的評分者大多因為作者並沒有做教學流程

以及時間分配的安排，而認為此份作品無法稱做教案，只能算是給老師的補充講

義，因此普遍分數並不高。而在項目１０「教學實行上具有可行性」上，此作品

只獲得了 2.75 分，偏向「尚可」的評價。

表１８：勾股定理及其推廣應用第二階段評分結果

勾股定理及其推廣應用

第二階段

總分平均 66.60
推薦平均 3.20
評比數 5
名次 65/83

第五屆總分平均 73.46
第五屆推薦平均 3.64

2

3

4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
評分項目

得
分

圖１４：勾股定理及其推廣應用評分項目得分圖

在第二階段的評分中，此作品的排名是第６５名，而總分平均與推薦平均都

明顯低於第五屆全體的平均值。此階段的評分者則是對作者以歷史故事當作引起

動機，表示高度的認同，但是對於作品中所安排的練習例題，卻覺得難度太高，

造成分數的起伏很大，而平均則偏低。在項目１０「教學實行上具有可行性」上，

此作品獲得了 3.60 分，略偏向「同意」的評價。
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伍、評分者對各創意作品的回饋與改進建議分析

在本研究的「研究範圍與限制」中提到，歷屆競賽中所使用的評分表格式都

略有不同。而對於開放式的評分項目，也就是評分者對各創意作品的回饋與改進

建議這部分，改變尤其多。在第三屆中，我們幾乎不要求一般的評分者給予作品

回饋，因此對於第三屆的兩份創意作品，無法在本節中給予回饋，只好利用評分

的數據，發現作品可能的疏失以及改進建議。而第五屆的開放式評分項目，要求

的比第四屆更多，因此在回饋與改進建議的呈現方式上，也將會略有不同。

一、作品名稱：神秘之旅（第三屆，作品編號１４）

此作品以「神秘之旅」為主題，利用類似闖關遊戲的方式，將整個教學融入

生活情境之中，這對於激發學生學習意願以及營造班級學習氣氛，相信會有不錯

的效果。但是對於最重要的定理敘述與證明，卻讓人有一種不夠詳細的感覺，雖

然以情境拋出題目，但似乎只是在做商高定理的例題而已。

建議：（一）定理的敘述與幾何意義可再多著墨，證明的方式可再更嚴謹一點或

是多舉幾種不同的證法。

（二）此作品用作教學後的實作評量或許會更適合。

二、作品名稱：畢氏定理證明想法（第三屆，作品編號２２）

此作品以自製的 Flash 小動畫，讓學生可以自行翻轉移動圖形，進行操作及

驗證，讓人留下了深刻的印象，而這個小動畫，也成功獲得了半數評分者的認同。

作品中雖然提到了８種證明勾股定理的方法，但是這似乎不太適合用作對學生的

教學。第一個原因是此作品太過強調證明的方法，卻忽略了該給學生基本的練

習，第二個原因是有的證明方法超出了國二的範圍。

建議：（一）教學流程與時間分配應該要先做思考。

（二）在講述定理敘述以及證明之後，都要給學生足夠的基本練習，並適

時地評量學習成效。

（三）證明的方法大約３個即可，其餘的可當作補充資料，讓有興趣的學

生自我挑戰。
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三、作品名稱：商高定理（第四屆，作品編號１４）
表１９：商高定理第一階段互評整理

第一階段教師互評評語整理： 推薦程度：3.53

內容新奇。

很有創意。

簡單可行。

教學目標明確，內容合宜。

教學程序有步驟性，條理化。

課程能融入生活是很棒的，剪貼教學也非常有趣。

簡單明瞭引出主題，但內容稍少了點。

以生活化的話題導入學習，並且以圖解說明定理的由來，能夠增加學生的理解，

但活動創新度不高。

生活化，但可更多元。

主題未凸顯。

融入資訊，很不錯；但學生的實作略嫌少。

評價 5 ：0 評價 4：11 評價 3：5 評價 2：1 評價 1：0 總計：17(人)

表２０：商高定理第二階段互評整理

第二階段學程學生評語整理： 推薦程度：4.00

優點 缺點

教學方法與活動設計很特別，由參觀原

住民圖騰引出主題，並由瓷磚圖片推導

商高定理。

教材過於簡單，活動設計也太簡單，不

易引起國二學生的興趣。

作品淺顯易懂，例子生活化，圖形剪貼

讓學生了解商高定理的特性。展示磁磚

讓同學觀察特性與現象，蠻有趣的。

內容太少，應多舉例子與變化題，覺得

內容過於空洞。

以生活中的實例，讓學生可從生活學習

並親身體驗，引發興趣，影片內容簡單。

一開始的圖騰柱作開端，有點讓人摸不

著頭緒，感覺與主題不搭。缺少多樣的

計算，不易產生成就感。

利用故事引導學生進入主題，題目活

潑，和現實生活相關，整體感覺不錯。

此作品重點大多要學生自己去探討發

現，當停頓在某一點時，就很難繼續下

去，影響進度。

評價 5 ：0 評價 4：6 評價 3：0 評價 2：0 評價 1：0 總計：6 (人)
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用圖騰或設計引入，頗有創意，但是開頭的鋪陳接上魯凱族的胚騰，實在有

點牽強，在處理上可以再流暢一點。用紙上剪貼操作來『證明』勾股定理固然可

行，但是技巧甚高，若在上課中進行，恐怕會延宕教學時間。此作品對於定理的

建構與介紹非常的有邏輯性，學生應該可以很容易接受，但是基本的練習仍嫌太

少。最後的教學活動，讓學生自行設計旅遊行程，題目活潑，感覺不錯，但是在

棋盤上規劃路程，那麼所謂『距離』是沿棋盤（道路）走呢，還是取直線？或許

該對學生做個情境式的假設。

建議：（一）要學生自己由圖騰中『發現』證明，不如當一個故事給他們欣賞來

的有教育價值，也更能引起學習動機。

（二）若要讓學生體驗剪貼的操作，當作回家作業在流程上應該會更為順

暢。而且剪的方式也該稍微有個提示才行。

（三）在講述定理敘述以及證明之後，都要給學生足夠的基本練習，並適

時地評量學習成效。

四、作品名稱：商高毀滅砲（第四屆，作品編號１５）
表２１：商高毀滅砲第一階段互評整理

第一階段教師互評評語整理： 推薦程度：3.33

很豐富。

新鮮，有趣。

很有趣，創新！

融入生活中，簡報很好。

建議多讓學生操作。

實用性可，但學生可應用面不足。

創意不錯，但主題呈現方式不易了解。

內容無法清楚教導學生學習課程的主題。

認為並無特別創新之處，有隨處可見如此教學內容與方式之感。

教案部分太簡略，重點沒拿捏很好，教學媒體無所適從，感覺有些搭配不起來。

評價 5 ：0 評價 4：6 評價 3：10 評價 2：1 評價 1：0 總計：17(人)
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表２２：商高毀滅砲第二階段互評整理

第二階段學程學生評語整理： 推薦程度：3.57

優點 缺點

把商高定理的原理和淵源解釋詳細，讓

學生不只了解公式也了解歷史背景，也

完整的作了總結。

PowerPoint 製作有點幼稚，概念

雖不錯，不過在故事的選擇應多做考量。

以日常生活常見物品為教材，讓學生理

解商高定理是無所不在的，並以故事引

發學習動機。

遊戲性質大過於教學性質，時間安排不

適合。

舉例非常生活化。 看不懂他要說明什麼。

編排完整，善用多媒體，整體蠻創新的，

教案完善。

故事內容蠻幼稚的，畢氏定理的證明不

夠完整清楚。

以日常生活常見物品為教材，

讓學生理解商高定理是無所不在的，與

生活息息相關。

關於國小部分的內容應減少介紹，並多

給些題目練習。

以故事為開頭，吸引學生注意力。簡報

的版面設計與教材編排上皆有獨特整體

的連貫性。

簡報使用的文字不正式，不適合用於教

學，題材可再深入探討三角形的其他性

質，使學生能多樣思考及應用。

舉例題很生活化。
口白很爛不好笑且不清晰，字體太花

俏，看來會亂，故事不好笑。

評價 5 ：1 評價 4：2 評價 3：4 評價 2：0 評價 1：0 總計：7 (人)

以故事加上口白的方式呈現，其實是相當有趣的。雖然不知道國中的學生對

此故事的接受度如何，但是看來作為第二階段評審的大學生們是無法接受的。另

外，此故事與勾股定理相關的部分，似乎只有那兩個面積相同的圖而已，用來作

為「引起動機」的活動，實在有點牽強。定理證明的部分，面積的證明方式對學

生而言，應該是相當容易接受，但是基本的練習與應用仍嫌不足。

建議：（一）在引起動機的故事設計上，應再多做考量。

（二）ｐｐｔ上的證明內容太過簡略，在教學時需要另外將證明過程寫下

才行。

（三）在講述定理敘述以及證明之後，都要給學生足夠的基本練習，並適

時地評量學習成效。
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伍、作品名稱：商高定理學習象限（第四屆，作品編號１６）
表２３：商高定理學習象限第一階段互評整理

第一階段教師互評評語整理： 推薦程度：3.25

明確介紹畢氏定理。

相當深入，也安排許多有趣的實驗。

學習單豐富多元。

可多與生活做結合，引起學習動機。

Excellent！實在是太用心了，相信學生對於”商高定理”一定非常有學習興趣與

成效。

是相當有深度的作品，但是是否符合學生的能力與程度呢？

普通，沒創意，但教學媒體應用不錯。

文字敘述多，不易引起興趣。

作品編排應更有序，並另以執行檔供評選者使用。

看不懂。

評價 5 ：3 評價 4：5 評價 3：5 評價 2：2 評價 1：2 總計：17 (人)

表２４：商高定理學習象限第二階段互評整理

第二階段學程學生評語整理： 推薦程度：3.57

優點 缺點

對於數學上的專有名詞解釋的很詳細，

並充分利用圖形做輔助教材，以達到圖

文的結合，易幫助思考。

1.引用過多專有名詞，容易使學生搞混

2.教材難度過高，不易吸收。

3.稍微枯燥乏味。

利用網路資源，給學生思考的空間，分

組討論與課堂互動引起學生興趣。

內容程度過難，太理論，應多用實際例

子讓學生了解。

教案完整，也相當用心，有由深入淺的

感覺，一步一步的讓學生進入商高定理

的世界。

幾乎沒有分組討論的時間，建議多留一

點討論或提問的時間。

教材中含有許多圖示，幫助學生理解。
教師加權上，老師的給分是 9 倍，和其

他比例相較之下 5~7 倍會較適合。

教材內容豐富，網頁用色恰當，吸引瀏

覽者的目光，善用圖示。線上遊戲等教

材，可使學生在遊戲或觀賞中達到學習

的成效。

網頁上的文字式 flash 速度過慢。

評價 5 ：1 評價 4：2 評價 3：4 評價 2：0 評價 1：0 總計：7 (人)
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此作品的呈現方式以教學網站為主，將教學分為歷史探究、定理敘述、思考

驗證，及解決問題四大主題。在網頁的設計上，用色相當的豐富，輔助的圖片也

相當的充足，應該很容易吸引學生的目光。而以小兒辯日的故事引起學生的學習

動機，再以陳子求日高的方法引出勾股定理，本來甚為合適，但是若以國二生的

先備知識作考量，要他們在短時間內（課程安排５～１０分鐘）討論出測量太陽

高度的方法，似乎太過於勉強。而在巴比倫發現的『普林頓 322 號』泥版，也是

個不錯的生活教材，只是表中的數字都偏大，若要學生自行從表中的數字，看出

其中的特殊關係，則是非常困難的。

建議：（一）現階段要學生自己找出求日高的方法，不如當一個故事給他們欣賞

來的有教育價值，也更能引起學習動機。

（二）介紹過勾股定理之後，再帶入巴比倫泥版，或許會更容易讓學生找

出數字間的關係，也可順便帶出畢氏數組的介紹。

（三）在講述定理敘述以及證明之後，可以給學生基本的練習，並適時地

評量學習成效。

（四）此教學網站之詳細，就算當作學生課後自行進修的線上教材，也是

相當適合的。

六、作品名稱：奇妙方塊裡的數學（第四屆，作品編號５３）
表２５：奇妙方塊裡的數學第一階段互評整理

第一階段教師互評評語整理： 推薦程度：3.21

媒體運用充分，網頁製作很棒！

讓學生透過實際操作來了解困難的商高定理，是滿不錯的想法。

能透過方塊，讓學生更深入瞭解商高定理，而且媒體製作精美，很不錯。

和一般教學相似。

沒什麼有創意的。

具體行為目標："能應用商高定理解決日常生活中簡易的問題"，沒達到。

教學目標說能夠與生活相結合，但似乎未達成這項目標。

架構模糊，實施不易。

評價 5 ：1 評價 4：4 評價 3：8 評價 2：2 評價 1：0 總計：15(人)
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表２６：奇妙方塊裡的數學第二階段互評整理

第二階段學程學生評語整理： 推薦程度：3.33

優點 缺點

作者的一一講解看的出其用心，較活潑

的教材，不會太死板，分組進行且讓學

生動手做，使學生產生興趣進而

思考。

內容和主題並不是很貼切，並不能充分

讓學生明白其真正意義，如果多加些和

主題有關之教材或多講解些意義會更

好。

配合小實驗來了解商高定理，且以明確

座標圖形來使學生理解，並以生活中的

事物作例子，使學生能應用商高

定理來解決日常生活中的簡易問題。

教學稍嫌枯燥乏味，缺乏了引導學生獨

立思考的培育，而死板的訂定了每一

步，少了創新。

老師學生間有活動，不致造成台下睡成

一片的情形發生，面積方法解釋畢氏定

理相當明確。

在一開始的摺紙活動中花了太多時間，

可再多舉兩三個例子，讓學生看到直角

就想到畢氏定理。

評價 5 ：0 評價 4：1 評價 3：2 評價 2：0 評價 1：0 總計：3 (人)

作品以摺紙的實作活動展開教學，並巧妙的以此正方體所形成的每一個面，

利用圖形的剪貼，簡單的證明了勾股定理，這點相當令人讚賞。但是為了達到此

教學目標，卻花了整整一節課的時間做摺紙的教學，以一個引起動機的活動來

說，似乎是太過於喧賓奪主了。此外，基本的練習與應用太少，無法讓學生瞭解

到勾股定理與日常生活的關聯性。

建議：（一）摺紙活動與勾股定理之間的關聯性，只在於完成之後每一面的圖形。

如果堅持要讓學生自行動手操作，則應該要發展此活動的附加價值

（例如當作工藝課的教學，或是能夠與其他教學單元相連結），否則

應該要重新考量「引起動機」活動的設計。

（二）在講述定理敘述以及證明之後，可以給學生基本的練習，並適時地

評量學習成效。
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七、作品名稱：勾股定理及其推廣應用（第五屆，作品編號６６）
表２７：勾股定理及其推廣應用第一階段互評整理

第一階段教師互評評語整理： 推薦程度：2.25

請敘述你對於這份作品的感想

整體不錯。若實現在實際的課程教學上，一定是可行的！很值得效法。且這份

教案，讓一個沒有教過此課程的人，可以大致上瞭解，棒！

原來，長期身處在國小的狀態下，對於國中以上的生活已經有點脫節了！看了

這份教案，時光似乎回到以前。原來數學定理的故事，是如此的有趣。

實際教學可能有執行上的困難。

將整個勾股定理完整呈現。

此份作品比較像是教材分析，而看不出教學步驟。

這份作品似乎誤解了教案的意義，教案應該要有明確的教學流程，而不是知識

的引述。

此件作品像是一份數學報告，內容詳細，從數學發展史到數學內容豐富完整，

非常適合數理老師作為補充教材或是資優班學生講義，不過，此時在數學教案

設計比賽中，並不適宜。

請說明這份作品的優點為何

教學內容與主題相符

經由生動的歷史故事帶入，引起學生學習動機。

那些數學定理的故事，還有數學家的故事很吸引我。教案組織也很條理分明。

內容豐富，是給數學老師好的補充講義教材，尤其在數學史的部份，介紹的更

是詳細。

1.從數學史的角度切入，引發學生的興趣，別於一般傳統的筆試導向教學中直

接教公式與計算證明。2.推導內容豐富，有別於一般傳統單一的推論證明，提

供教師新的推導證明方式與方法。

請給予此作品一些改進意見

缺少同學相互討論的時間。

沒有教學時間的分配,沒有結論。

1.教案流程如何呈現教學？在這一份作品中看不出來。 2.對於各項的數學教學

活動時間沒有預估。3.應該可以預測學生會有哪些數學迷思概念，加上如何破

解迷思概念的教學。4.對於此份作品沒有看見老師如何做總結。

1.無法呈現出各活動所需使用時間。2.整份教案設計以教師知識為導向，似乎沒

有其他較為開放式的引導。 3.教案中無法呈現出老師如何破除學生的迷思概

念。4.教案中無法呈現出老師如何做最後的統整教學。

評價 5 ：0 評價 4：1 評價 3：2 評價 2：3 評價 1：2 總計：8 (人)
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表２８：勾股定理及其推廣應用第二階段互評整理

第二階段學程學生評語整理： 推薦程度：3.20

請敘述你對於這份作品的感想

內容多元，一個定理由許多不同的角度切入，並順勢帶出其年代的小故事，在

一片充滿邏輯的數學當中，穿插出有趣的東西，給人會心一笑。平面圖使用的

相當熟練，利用不同的顏色，把每個重點清楚的區分出來。如果能使用到 3D

立體圖就更加完美了。圖表的使用，也是一個特點，整理的有條理，可以讓讀

者快速的掌握狀況。

這一份作品把畢氏定理的歷史講得很清楚，不論是東方或西方有關畢氏定理的

發展也以故事的方式有清楚的描述，所以更容易引起學習者的興趣。另外這份

作品還提供了很多個有關畢氏定理的証明，這一點是我最欣賞的地方，因為我

們一般很少會去想如何証畢氏定理，頂多就是用三角函數的餘弦定理去証而

已，可是這份作品提供了很多不同的証明。

這一個教學計畫完整而且非常詳盡，畢氏定理及其他名稱的原因跟由來都詳細

的介紹，讓學生們可以知道東西方為什麼會有這些名稱跟講法，也以簡單易懂

的方式證明公式，學生們可以不用死背硬記，這點就很不錯。只是用面積來證

明公式的方法列舉太多，或許反而會造成學生在學習上的困擾。

看完這份作品，我不知道該把它歸類為國中還是高中的教材，因為我覺得對國

中生來說有些內容太困難，但是對高中生來說又太過於簡單，作為課外知識補

充又略嫌不足，因為勾股定理在國、高中都是相當重要的內容，也因此應用有

淺有深，所以如果要作為補充教材，希望能在內容上做些取捨，以配合課程需

要以及學生程度。

看完這麼精采的作品，只想國中為什麼當時沒有這樣這種創意競賽可以讓我的

學習變有趣，這份作品用顏色做管理，清楚滴表示勾股定理，解釋的非常清楚

ㄧ目了然，小朋友在上課過程中應該也可以很容易就進入老師的引導，很快的

將這個章節學會，只是看到很多作品都有聲有色，自然就覺得這份作品少了些

什麼？加點音效或許會更吸引我唷！

請說明這份作品的優點為何

引用了中國數學家的證明，比較少見。能夠加深讀者的印象。證明的方法平易

又不失嚴謹，帶給人很輕鬆的感覺。並且比較了東西方之間的不同，開闊讀者

的視野。

把畢氏定理的歷史用故事的方式描述得很清楚，很容易引起學習者的興趣。另

外這份作品還提供了很多個有關畢氏定理的証明，可以讓學習者知道數學的証

明的多變性和好玩的地方。另外也介紹了和畢氏定理有關的的四角數，讓學習

者更熟悉畢氏定理的特性。

用三角數來介紹等差級數還有用四角數來尋找畢氏數列也都是個不錯的方

法，學生們對於數數比較習慣的情況之下，的確可以更快讓他們習慣這種教學

方式。
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勾股定理的應用面非常的廣，作品中把握了這個要點，闡述了許多實際常碰到

的例子，相信可以讓學生體會到它的重要性。

1.用顏色做管理，讓人一目了然。2.編排方式很有調理，看起來很舒服。3.定理

說其由來，比較能夠了解。

請給予此作品一些改進意見

單純的文字做呈現，是一個美中不足的地方。內容通通寫在一個檔案當中，特

別的重點，就變得不明顯了。可以拆成幾個小部分，或許會更好。

雖然整份作品有關圖的部份做得很精緻，不過整份作品都只有word 檔的形式，

如果可以配合上其它不同的軟體效果會更好，例如：PowerPoint。

這個教學主題基本上沒有什麼太大的缺點，只是他的面積證明太多了點，使用

此教學方式的老師只需要選取其中一個甚至兩個證明來教學即可，不然我覺得

會造成學生學習上的困擾。

作品在關於數學符號的排版上面有些不恰當，建議可以使用一些文書編輯軟體

來改善數學符號排版的問題，另外，希望能加些小活動或是小遊戲，讓學生能

夠更投入其中。

1.用 ppt 的方式呈現會更好，因為它可以有先後呈現的功能，比較能吸引人。2.

定理都比較無聊，所以應該插一些小活動在其中。

評價 5 ：0 評價 4：2 評價 3：2 評價 2：1 評價 1：0 總計：5 (人)

由中國與西方的歷史故事切入，並直接指出故事中所敘述的勾股定理內容與

計算的一般性法則，以此作為「引起動機」的活動可說是相當的完美。再加上作

者利用了四角數的性質，說明了一種尋找畢氏數組的方法，雖然難度有點偏高，

但是卻可以讓學生體會數學的多變性，激發學生思考應用的潛能。然而此份作品

讓人的感覺是一份給老師看的補充教材，或是資優班學生的講義，而不是可以實

際教學的教材。除了作品中所舉的例題大多偏難之外，更重要的是，作品中沒有

呈現出教學的流程與時間的分配，讓人看不出作者在教學時會採取怎麼樣的教學

策略、如何發現及破除學生的迷思概念，以及如何做最後的統整教學。

建議：（一）應先設計完整的教學流程以及適當的時間分配，並且預測學生可能

會有的數學迷思概念，加上如何破解迷思概念的教學。

（二）證明的方法大約３個即可，其餘的可當作補充資料，讓有興趣的學

生自我挑戰。

（三）在講述定理敘述以及證明之後，可以給學生基本的練習，並增加勾

股定理於日常生活中的應用，提高學生的學習興趣。
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陸、研究結果之結論與應用

一、「勾股定理」創意展現的有效做法及具體建議

本節將以上述分析討論所得的改進建議為基礎，嘗試針對進行「勾股定理」

所需的教學流程，做一個完整的有效做法建議。

（一）利用故事來引起動機

建議以介紹中國與西方勾股定理的小故事，作為此單元的引起動機。除

了可以直接在故事中學習到勾股弦的意義，以及一般性的計算法則之外，還

可以讓學生藉由中國與西方的歷史故事，欣賞並瞭解勾股定理的起源與發展。

（二）採用兩種以上的證明方式

建議採用兩種以上的方式來證明勾股定理，一方面讓學生知道數學並非

只有單一的解法，一方面也可以提供給學生作學習的選擇。建議採用循序漸

進的方式教學，先以簡單的規則排列圖形，驗證等腰直角三角形符合三邊長

的特殊關係；再以剪貼法驗證任意直角三角形都會符合定理；最後再以面積

法給予學生嚴謹的證明。剪貼法較直觀，而面積法較嚴謹，這兩種對學生來

說應該都是容易接受的。

（三）勾股定理的幾何意義推廣

常見的勾股定理的幾何意義大多只討論到以直角三角形的三個邊往外作

正方形或是圓形，建議可請學生思考看看為什麼往外作正方形與圓形，會滿

足大的面積等於兩個小的面積和？更進一步可以請學生想想看還有什麼幾何

圖形，會有類似的性質？

（四）畢氏數組的推廣

所有畢氏數組的倍數，都會是另一組畢氏數組。以國二生的先備知識來

看，應該可以在舉例之後，給予較嚴謹的文字證明，而不再只是要他們死背

結果了。利用了四角數的性質尋找畢氏數組，這是相當高明的手法，可依學

生程度而增減教學內容。同樣的式子，當然也可以利用乘法公式得到

12)1( 22  nnn ，因此也可以考慮與乘法公式的單元作連結。

（五）善用生活情境出題與小組討論法

除了一般基本的練習之外，也建議以生活的情境，將題目做適度的包裝，

讓學生體會勾股定理於生活中的應用，提高學習興趣。此綜合活動的部分也

建議採用小組討論法，藉由小組的合作與討論，更能加深學生對勾股定理的

理解。
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二、以各創意作品為基礎的實驗教材

在分析過各創意作品的特色，以及得到呈現勾股定理的有效做法建議之後，

我們希望能更進一步擷取出所有創意作品的優點，製作出一份具有創意的單元教

材。而在這７份作品中，雖然不乏充滿創意以及實用性的教學媒體，但是考量到

這是『中小學數學教師創意教學競賽』舉辦以來，第一次嘗試製作單元實驗教材

，以及實際教學現場可能的諸多限制，因此本次的實驗教材，將以紙本作為主要

的呈現方式。而如何有效地將資訊融入教學之中，以及其他的教學單元該如何呈

現，希望能在下次的研究中（或下個有興趣的研究者）再做討論。

『勾股定理』的實驗教材，收錄於附錄中，提供給教師先進們做個參考，也

請各位不吝指正。
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附錄一：勾股定理實驗教材之教案

年 班 別 二年 班 主題(單元) 勾股定理

教 學 者 設計者 『中小學數學教師創意教學競賽』工作小組

演示日期 教學時間 本單元共二節(演示第一、二節，共 90 分鐘)

教材來源 『中小學數學教師創意教學競賽』參賽作品之整合

設計理念

經由歷史故事，引起學生對勾股定理的興趣，使其了解勾股定理的內容，再引入證明

的方法，並配合例題，讓學生嘗試運用勾股定理解題，更加入配合圖形的情境式例題，

讓學生瞭解勾股定理的另一面以及數學的多變性，激發學生思考應用的潛能。

教學方法 講述法、問答法、提問法、練習法等

先

備

知

識

1. 能熟練符號的代數操作

2. 能理解三角形邊角關係

3. 能使用直角三角形、正方形的面積公式求取面積

4. 具備近似值與方根的基本運算能力

十
大
基
本
能
力

一、了解自我與發展潛能

四、表達、溝通與分享

九、主動探索與研究

十、獨立思考與解決問題

相對應能力指標： 主題(單元)目標： 活動(具體)目標：

教

學

目

標

A-4-10 能認識、欣賞生

活中或其他學科領

域常用的公式。

A-4-9 能認識勾股定理

及其生活中的應

用。

C-C-3 能用一般語言與

數學語言說明情境

與問題。

C-E-1 能用解題的結果

闡釋原來的情境問

題。

S-3-5能利用形體的性質

解決幾何問題。

S-4-1能根據給定的性質

作局部推理。

認知方面：

1. 能知道勾股定理的發展歷史。

2. 能知道直角三角形三邊的名

稱。

3. 能敘述勾股定理。

4. 能以實際數字檢驗勾股定理。

情意方面：

5. 能欣賞勾股定理在日常生活

中所居的地位。

6. 能分析問題的情境，發現其中

所蘊含的幾何關係。

技能方面：

7. 能利用面積法證明勾股定理。

8. 能利用勾股定理解決數學及

生活中的問題。

1-1 知道勾股定理的發展歷史，並

能對照西方的畢氏定理。

2-1 能指出勾、股、弦的位置。

3-1 直角三角形兩股平方和等於

斜邊的平方。

4-1 已知直角三角形的兩邊長，能

利用勾股定理計算第三邊長。

5-1 能與同學分享勾股定理在測

量、建築裡的重要地位。

6-1 能看出情境問題中所蘊含的

直角三角形。

7-1 能由拼圖或面積的計算導出

勾股定理。

8-1 能發現生活中的直角三角

形，並利用勾股定理解決問

題。
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教學目標 教 學 活 動 時間 注意事項

1-1

2-1

3-1

7-1

7-1

7-1

第一節

壹、準備活動

(一)教師確認上課內容、進度，準備學習講義

(二)學生預習本單元

貳、發展活動

(一)勾股定理的歷史發展與敘述

1.中國的商高定理《周髀算經》

2.西方的畢氏定理

3.再做一次完整的勾股定理敘述

(二)勾股定理的幾何意義與證明

1.由規則排列的正方形瓷磚中，引導學生發現

等腰直角三角形的三邊長特殊關係

2.利用剪貼的方式讓學生瞭解勾股定理的幾

何意義，並說明直角三角形三邊長特殊關

係的一般性（想想看答案：正三角形或正

多邊形）

3. 利用面積法證明勾股定理

4’
4’
2’

7’

5’

13’

陳子求日高的方

法過程繁複，故

僅放在附錄以供

參考

可多留時間讓學

生由不一樣的圖

形發現三邊長的

特殊關係

可請學生帶回家

做剪貼，剪的方

式可利用大正方

形兩邊延伸向

上，再將第二大

的正方形水平切

過，貼的方式如

圖所示

利用圖形左右面

積相等，或是單

看左圖利用和平

方公式，或是梯

形法等
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4-1

5-1

6-1

8-1

(三)勾股定理的計算與應用

1.利用勾股定理的逆定理判斷直角三角形

2.利用勾股定理求直角三角形的第三邊

3.如還有剩餘時間，可在額外增加練習題

參、綜合活動

1.要求學生在家完成剪貼作業

第 一 節 完

第二節

壹、準備活動

(一)教師確認上課內容、進度

(二)學生複習本單元，完成剪貼作業

貳、發展活動

(一)演示剪貼的方式，並再次敘述勾股定理

(二)由巴比倫石版引導學生認識並記憶常見的畢

氏數組，以及邊長的倍數關係

(三)利用勾股定理求平面上任兩點的距離

參、綜合活動

1.亞特蘭提斯的尋寶之旅

(1)學生分組討論

(2)老師講解

第 二 節 完

5’
5’

7’

8’

5’

25’

可利用第(4)小題

說明學習平方根

的原因

可請同學示範
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附錄二：勾股定理實驗教材

國科會 計畫

『中小學數學教師創意教學競賽』

之實驗教材

班級：________________

姓名：________________

座號：________________



主題一：勾股定理的起源與敘述

中國 → 周髀算經

南宋寧宗嘉定六年鮑澣之翻刻的《周髀算經》，卷上一開始周公問商高(約西元前 1100 年)

「數安從出」之後，緊接著就有下面這段說明。

商高曰：「數之法出於圓方，圓出於方，方出於矩，矩出於九九八十一。故折矩，以為勾廣

三，股脩四，徑隅五。既方之外，半其一矩，環而共盤，得成三四五，兩矩共長二十有五，是謂

積矩。故禹之所以治天下者，此數之所生也。」

 文中提到，把一根直尺折成一個直角，

如果短的一段（稱為「勾」）是３，較長的一段（稱為「股」）是４，

那麼原來尺的兩端距離（就是直角三角形的斜邊「弦」）便是５；

這就是勾股定理又稱商高定理的由來。

另外，《周髀算經》卷上陳子教榮方求日高時，陳子說：「若求邪至日者，以日下為勾，日高

為股，勾股各自乘，并而開方除之，得邪至日。」，便提到了「勾股各自乘，并而開方除之」此

勾股定理的一般性法則。 （有關陳子求日高的方法，有興趣的同學可參照附錄一）



註：劉徽注《九章算術‧勾股》所說，「短面曰勾，長面曰股，相與結角曰弦」，可知直角三角形

的最短邊叫勾，與其垂直的邊叫股，而斜邊叫弦。（一般習慣將互相垂直的兩邊都通稱為”股”）

勾

弦
股

「勾股各自乘」： 22 股股，股勾勾勾 

「并」： 22 股勾 

「開方除之」： 22 股勾 

亦即：弦＝ 22 股勾 
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西方 → 畢達哥拉斯學派

來自地磚的靈感

畢達哥拉斯（Pythagoras）有次應邀參加一位富有政要的餐會，這

位主人豪華宮殿般的餐廳鋪著正方形美麗的大理石地，由於大餐遲遲

不上桌，這些饑腸轆轆的貴賓頗有怨言；但這位善於觀察和理解的數

學家卻凝視腳下這些排列規則、美麗的方形磁磚，但畢達哥拉斯不只

是欣賞磁磚的美麗，而是想到它們和“數”之間的關係，於是他拿了

畫筆並且蹲在地板上，以它的對角線為邊畫一個正方形，他遇然地發

現這個正方形面積恰好等於兩塊磁磚的面積和。

大發現

他很好奇…於是再以１×２的矩形之對角線作另一個正方形，他發現這個正方形之面積等於

５塊磁磚，也就是以兩股為邊作正方形面積之和…那一頓飯，這位古希臘數學大師視線都一直沒

有離開地面。

畢氏定理

畢達哥拉斯最後對此定理作了一般性的證明，定理的內容是：「直角三角形的兩股平方和等

於斜邊的平方。」後人就以畢達哥拉斯的名字命名，稱為“畢氏定理”。

相傳畢達哥拉斯發現畢氏定理後欣喜若狂，宰了 100 頭牛大肆慶賀了許多天，因此畢氏定理

也叫做百牛定理。

畢達哥拉斯數(畢氏數組)是指能夠滿足畢氏定理的一組整數。

在歷史上，中國人及巴比倫人比畢達哥拉斯更早瞭解此定理，但當時少有文獻證明他們能夠

「證明」此定理，因此一般人仍將定理歸屬於畢達哥拉斯。

依據統計，歷史記載證明畢氏定理的方法有四百多種，其中大部分的證法是用面積的方法。
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主題二：勾股定理的幾何意義與證明

 畢達哥拉斯由這些規則排列的正方形瓷磚中，發現了直角三角形邊長的特殊關係。

你是否能像畢達哥拉斯一樣，從這些瓷磚中發現些什麼呢？

 告訴你，畢達哥拉斯發現了這個！你發現了嗎！

 你是否能從這個圖形中得到什麼？

(把你的想法紀錄下來！)

【沒錯！等腰直角三角形以三邊為邊長往外所作的三個正方形中大正方形的面積恰好等於兩個

小正方形的面積和。】你和畢達哥拉斯一樣聰明哦！

想想看：瓷磚中的直角三角形是等腰直角三角形，那麼是否對於所有的直角三角形都有相同的性

質呢？我們就從接下來的活動去印證吧！
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 以下我們想知道，是不是對任意直角三角形，以三邊為邊長往外所作的三個正方形中，大正

方形的面積恰好等於兩個小正方形的面積和？

請想辦法說明或展示兩個小正方形面積和等於大正方形的面積。 (可將附錄三中的圖剪下)

提示：剪貼──＞怎麼剪？──＞怎麼貼？

試著自己畫一個直角三角形，看看會不會得到相同的結果。

 由上面的的活動中我們發現，任何直角三角形，以三邊為邊長往外所作的三個正方形中，

大正方形的面積恰好等於兩個小正方形的面積和。

 你是否能將你所發現的性質用文字或數學符號描述出來呢？

若直角三角形的斜邊長為 c，兩股長分別為 a、b，則三個正方形的面積分別為 2a 、 2b 、 2c ，
我們可將以上所得的結果寫成 。

即，直角三角形斜邊的平方等於兩股的平方和。

想想看：(1)若以直角三角形的三邊為半徑畫圓，那麼大圓的面積也會等於兩個小圓的面積和嗎？

(2)還有什麼幾何圖形，會有類似的性質？
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 畢達哥拉斯學派利用下圖對此定理作了一般性的證明，你看出來了嗎？

(下圖是利用 4 個全等的直角三角形所圍成的兩個正方形)

證明：(想想看：左圖中白色的部分是正方形嗎？)

想想看：利用我們曾經學過的知識，還有別的證明法嗎？
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主題三：勾股定理的計算與應用

★ 在瞭解勾股定理後，你知道該如何判斷出三角形是否為直角三角形嗎？

下列三圖都很接近直角三角形，請找出真正的直角三角形並說明原因。

＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ ＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ ＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿

想想看：勾股定理僅限於直角三角形成立，那麼銳角或鈍角三角形最大邊的平方，與另外兩個小

邊的平方和，會有什麼關係嗎？

★ 下列四圖皆為直角三角形，試利用勾股定理求第三邊的長度。

(1) (2)

a = ________________________ b = ________________________

(3) (4)

c = ________________________ d = ________________________
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同學們有沒有注意到，ｄ並不是一個整數（甚至不是一個有理數）！這可是當初提出定理

的畢達哥拉斯始料未及的事（見附錄二），而這也是我們必須學習『平方根』的原因！

★ 在畢達哥拉斯發現此定理的一千多年前，埃及、巴比倫和中國已懂得利用一些特殊的直角三

角形來切割方型的石塊，從事廟宇、城牆等的建築。美國哥倫比亞收藏了一塊很古怪的泥板。

這塊泥板是在巴比倫發掘出來的，編號 322。考古學家相信這塊泥板是公元前十八世紀的成

品。泥板上有三列文字，沒有人能解釋。直至 1945 年，Neugebauer 和 Sachs 經過細心考究，

發現泥板上是三列數字。你能看出這三列數字代表的意義嗎？

a b c
120 119 169

4,800 4,601 6,649

13,500 12,709 18,541

72 65 97

360 319 481

2,700 2,291 3,541

960 799 1,249

600 481 769

6,430 4,961 8,161

60 45 75普林頓 322 號 (Plimpton 322)
240 161 289

沒錯！它們都是能夠滿足畢氏定理的一組整數，也就是畢達哥拉斯數(畢氏數組)。

你知道哪些畢氏數組呢？（ , , ）、（ , , ）、（ , , ）

想想看：我們很容易知道（3 , 4 , 5）是一組畢氏數組，而將每個數字乘以 2 倍的（6 , 8 , 10）顯

然也是一組畢氏數組。那麼，是否所有畢氏數組的倍數都會是另一組畢氏數組呢？

★ 在一年級的平面坐標中，我們學過如何計算在同一條垂直線或水平線上兩點的距離（如下圖

中 BCAC或 ），那麼 AB 的距離又該如何計算呢？



2006 數學創意教學研討會論文集

主題四：亞特蘭提斯的尋寶之旅

某日，柯南帶著偶然得到的藏寶圖，來到了亞特蘭提斯

的遺跡之中，並發現了 5個通往地下的洞穴。根據圖上的提

示，與甲、乙兩點構成一個直角三角形的直角點，即為寶藏

的入口。請問，柯南該走哪一個洞穴呢？

進入洞穴之後，柯南看到了四扇門以及一個石碑，門與石碑上面似乎都有一些字(如下圖)，

請問柯南該往第幾扇門去呢？

(1) (2) (3) (4)

進入門後，來到了一個邊長 10 公尺的正方形房間，終於發現寶藏就在屋內的一角。但是在

寶藏之前，卻有半個房間的地板破碎，而且下面佈滿岩漿。請問，若柯南要回到地面砍樹製作木

板，則他至少要製作多少公尺的木板才可以拿到寶藏？

能構成此圖

形的偉大數

列，指引著寶
藏的方向

3,4,6 7,12,13 9,12,15 7,22,23
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正當柯南拿起寶藏感到興奮的時候，整個地面開始震動了起來，看來古代的人還藏了最後一

個陷阱等待著柯南。突然，柯南發現寶藏放置點的後方有個小通道，往前一走，果然來到了外面。

但是在外面等待著他的是一座岩壁，四周皆無出口，因此唯一逃生方法即為爬上岩壁，然而岩壁

之下有一條湍急的河流。

這個岩壁高度為 5 公尺，柯南所站之地與岩壁距離 3 公尺，若柯南帶有一長為 6 公尺的繩索，
他能順利勾住岩壁上的大樹逃生嗎？

登上岩壁後，柯南發現一架飛機，並且也有航空地圖，但是飛機上所剩的油量只夠讓他飛行

5 公里了。航空圖上顯示，柯南所在位置附近有 5 個現代都市，請問，柯南可以往哪些都市飛行，
才能順利獲救呢？
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勾股定理在生活中的應用還有很多（例如做出一個”直角”、畫出屬於無理數的任意

根號的長度等），希望各位同學能從幾何圖形出發，真正瞭解勾股定理的意涵，進而觀察身

邊的事物，體會到幾何之美！

附錄一：陳子求日高

《周髀算經》寫於西漢中期（公元前一百年左右）。這本書的內容記述了周代的數學問題。「髀」

的原意是股或股骨，所以叫做《周髀算經》。「髀」在這裏的意思是指長八尺的日規，日規是量度

日影來計算時間的儀器。這部數學典籍中，記載了古人怎樣用簡單的方法計算出太陽與地球間的

距離。

陳子利用立竿 (即周髀) 測定日影，再用勾股法推算日高的方法，周髀高八尺，在鎬京(今西

安附近)一帶，夏至日太陽影長一尺六寸，在正南千里，影長一尺五寸，正北千里，影長一尺七

寸，我們的祖先天才地用測量日影的辦法，推算了夏至日太陽離地的斜高，用同理測定了冬至日

的太陽斜高，又取中空竹，管徑一寸長八尺用來觀測太陽，發現太陽圓影恰巧充滿竹管的視線，

於是用太陽的斜高和勾股的原則，推算太陽的直徑。這些測定的數據雖然非常粗略，和實際相差

很遠，但在三千年前的年代，有這樣天才的創造和實際的觀測精神是我們應該學習的。

假設地是平的，太陽在正上方 S 的位置。AT 為八尺長的竿子，直立地上。

AC 為其影子，長度六尺。而北方的另一竿 A'T'，其影子 A'C'比 AC 長，

每隔一千里差一寸。 B 為太陽正下方的一點，若在 B 點立一竿，則必無影。

A 點越向 B 點接近，AC 越短。故得一比例式 BC：AC＝1000：1

AC＝6 尺＝60 寸（我國古制一尺等於十寸）

(1)∵每隔 1000 里，影長差 1 寸 ∴BC＝60×1000＝60000 里

(2) 再求 B 至太陽的高度

∵△SBC～△TAC

∴SB：BC＝AT：AC（相似三角形，三邊成比例）

SB：60000＝8：6 → SB＝80000 里

應用商高定理（亦即我國古之勾股弦定理）
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△SBC 中 SC
2
＝SB

2
＋BC

2
＝8000

2
＋6000

2
＝1000002

故 SC＝100000 里

想想看：我們知道太陽與地球間之距離是一億四千九百五十萬公里，與當時的計算結果差距很

大。當時的方法有甚麼錯誤呢？

附錄二：畢達哥拉斯小故事

畢達哥拉斯是希臘的哲學家和數學家。出生在希臘撒摩亞（Samoa）地方的貴族家庭，年青

時曾到過埃及和巴比倫那裡學習數學，遊歷了當時世界上二個文化水準極高的文明古國。畢達哥

拉斯後來就到意大利的南部傳授數學及宣傳他的哲學思想，後來和他的信徒們組成了一個所謂

「畢達哥拉斯學派」的政治和宗教團體。

畢達哥拉斯是比同時代中一些開壇授課的學者進步一點；因為他容許婦女（當然是貴族婦女

而不是奴隸女婢）來聽課。他認為婦女也和男人一樣在求知的權利上平等，因此他的學派中就有

十多名女學者。這是其他學派所無的現象。

畢氏建立畢達哥拉斯兄弟會，崇拜整數、分數為偶像，他們認為透過對數的瞭解，可以揭示

宇宙神秘，使他們更接近神，事實上是一個宗教性社團組織。入會時需宣誓不得將數學發現公諸

於世，甚至在畢氏死後，有成員因公開正 12 面體可由 12 個正五邊形構成的發現而被迫浸水致死。

他們集中注意於研究自然數和有理數，特別是完美數，它是本身正因數（除了本身之外）之和，

例如：6=1+2+3、28=1+2+4+7+14。他們認為上帝因為 6是完美的，因此選擇以 6天創造萬物，且

月亮繞行地球一週約 28 天。

畢氏建立畢達哥拉斯兄弟會後不久，撰造了「哲學家(philosopher)」一詞，在一次出席奧林匹

亞競賽時，弗利尤司的里昂王子問他會如何描述自己，他回道：「我是一位哲學家。」他解釋說：

「有些人因愛好財富而被左右，令一些人因熱中於權力和支配而盲從，但是最優秀的人則獻身於

發現生活本身的意義和目的。他設法揭示自然的奧秘，熱愛知識，這種人就是哲學家。」

「在一個直角三角形，斜邊的平方是兩股平方和。」這個定理中國人（周朝的商高）和巴比

倫人早在畢氏提出前一千年就在使用，但一般人仍將定理歸屬於畢達哥拉斯，是因為他證明了定

理的普遍性。畢氏認為尋找證明就是尋找認識，而這種認識比任何訓練所累積的經驗都不容置

疑，數學邏輯是真理的仲裁者。

對畢達哥拉斯而言，數學之美在於有理數能解釋一切自然現象。這種起指導作用的哲學觀使

畢氏對無理數的存在視而不見，甚至導致他一個學生被處死。這位學生名叫希帕索斯，出於無聊，
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他試圖找出 2 的等價分數，最終他認識到根本不存在這個分數，也就是說 2 是無理數，希帕

索斯對這發現喜出望外，但是他的老師畢氏卻不悅。因為畢氏已經用有理數解釋了天地萬物，無

理數的存在會引起對他信念的懷疑。希帕索斯經洞察力獲致的成果一定經過了一段時間的討論和

深思熟慮，畢氏本應接受這新數源。然而，畢氏始終不願承認自己的錯誤，卻又無法經由邏輯推

理推翻希帕索斯的論證。使他終身蒙羞的是，他竟然判決將希帕索斯淹死。這是希臘數學的最大

悲劇，只有在他死後無理數才得以安全的被討論著。後來，歐幾里德以反證法證明 2 是無理數。

附錄三：

請將此頁中兩個小正方形，按實線剪下，並試著將 P.4 中的大正方形貼滿。


